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Abstract 
In  this  paper,  adhesive  contact  of  a  rigid  cylinder  on  an  elastic  power‐law  graded 
half‐space  is  studied  analytically with  the  theory  of weakly  singular  integral  equation 
and orthogonal polynomial method. Emphasis is placed on the coupling effect between 
tangential  and  normal  directions  which  was  often  neglected  in  previous  works.  Our 
analysis  shows  that  the  coupling  effect  tends  to  minimize  the  contact  area  in  the 
compressive  regime.  The  effect  of  bending  moment  on  the  adhesion  behavior  is  also 
examined. Like a pull‐off  force, there also exist a critical bending moment at which the 
cylinder  can  be  bended  apart  from  the  substrate.  However,  unlike  pull‐off  force,  the 
critical bending moment is insensitive to the gradient exponent of the graded material.   
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1. Introduction 
The  adhesion  forces  between  surfaces  which  are  induced  by  the  intermolecular 
interactions  may  significantly  affect  the  contact  behavior  of  small  size  objects.  Such 
situation  often  arises  in  micro‐electro‐mechanical‐systems  (MEMS),  scanning  probe 
microscope  (SPM)  measurements  and micro/  nano‐  tribology  applications.  Therefore, 
the study of adhesive contact behavior has received increasing attention in recent years 
(Johnson et al., 1971; Derjaguin et al., 1975; Maugis, 1992; Barquins, 1988; Chaudhury et 
al.,  1996;  Baney  and  Hui,  1997;  Greenwood,  1997;  Greenwood  and  Johnson,  1998; 
Barthel,  1998;  Hui  et  al.,  2001;  Chen  and  Gao  2006,  Chen  and  Gao  2007).  It  is worth 
noting,  however,  that  only  homogeneous  elastic  materials  are  considered  in  all  these 
works.   
Problems  arise when  the  contact behavior  of  non‐homogeneous materials  is  taken 
into  account. Mathematical  complexity  involved  in  this  kind  of  problem often  leads  to 
great difficulties in obtaining the exact stress and displacement fields in closed form. For 
instance,  the  singular  integral  equations  for  contact  analysis  of  two‐dimensional 
power‐law graded half‐space are not of Cauchy but Abel type, whose solution requires 
more advanced techniques.   
Previous  studies  on  the  contact  behavior  for  graded materials  can be  found  in  the 
works of Booker et al. (1985a, 1985b), Gibson (1967), Gibson et al. (1971,1975), Brown 
and  Gibson  (1972),  Awojobi  and  Gibson  (1973),  Calladine  and  Greenwood (1978). In 
most of these literatures, only non‐adhesive contact problems under normal forces with 
specific Poisson’s ratio and gradient exponents were considered. Giannakopoulos et al. 
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made a systematic exploration into the micromechanics of indentation on graded elastic 
solids  (Giannakopoulos and Suresh, 1997a, b). In  their work,  the  force‐depth relations, 
the depth‐contact radius relations and stress/displacement fields at the contact surface 
were  examined  through  a  combination  of  analytical,  computational  and  experimental 
investigations.  Furthermore,  two‐dimensional  contact  problem  of  power‐law  graded 
materials was also addressed (Giannakopoulos and Pallot, 2000). Chen et al. (2009a, b) 
extended these results  to examine the adhesive behavior of graded materials. By using 
the  superposition  technique  proposed  by  Johnson  (1985)  and  Maugis  (1992),  they 
obtained  the  analytical  solutions  for  pull‐off  force  and  critical  contact  radius  of  the 
contact area between a rigid sphere and a graded elastic half‐space. The same technique 
is also employed to study the corresponding plane strain problem. In most of the above 
mentioned works, however, the tangential traction inside the contact region was either 
ignored or assumed to be independent of the normal traction. In addition, the possible 
bending moment that may be induced by the external force was also totally neglected in 
these works.   
      The main purpose of  the present paper  is  to  elucidate  the  coupling effect between 
normal and tangential tractions on the adhesive behavior of power‐law graded materials 
from  a  theoretical  point  of  view.  To  this  end,  the  orthogonal  polynomial  method 
developed  by  Popov  (1992)  will  be  employed  to  find  the  exact  tangential  and  normal 
tractions  inside  the  contact  region  for  rigid  cylinder  punch  taking  into  account  the 
coupling effect. The rest of  the paper  is organized as  follows:  In Section 2,  the contact 
problem  under  consideration  and  its  solution  approach  are  introduced.  According  to 
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whether  the  bending  effect  is  included  or  not,  the  adhesive  contact  problem  under 
different boundary conditions will be examined analytically in Section 3. Analysis results 
and discussions  are presented  in Section 4. The paper  is  ended with  some concluding 
remarks in the final section. 
 
2.    Contact problem and the solution approach 
      The problem under  consideration  is  the  same as  that discussed  in Giannakopoulos 
and Pallot (2000) and Chen et al. (2009a). As shown in Fig.1, a rigid cylinder of radius  ܴ 
is  in non‐slipping adhesive  contact with an elastically graded half‐space with  constant 
Poisson ratio  ߤ  and elastic modulus varying with depth according to a power law. It is 
also assumed that the width of the contact region is  2ܽ, which is symmetric with respect 
to the  ݖ‐axis. As shown in Guo and Jin (2009), this assumption is reasonable especially 
when the contact behavior before and at pull‐off is focused on. In the present work, two 
loading  conditions  are  contained:  (a)  Only  the  force  effect  is  considered;  (b) Both  the 
effects of force and bending moment are considered.  
The Young’s modulus of the graded half‐space varies in the following form 
ܧ ൌ ܧ଴ሺݖ/ܿ଴ሻ௩,            0 ൏ ݒ ൏ 1,                                     ሺ2.1ሻ 
where  ܧ଴  is  a  reference  modulus,  ܿ଴  a  characteristic  depth  (ܿ଴ ൐ 0)  and  ݒ  is  the   
gradient exponent . The Poisson’s ratio is assumed to be constant along the depth.   
With use of  the  surface Green’s  function,  the  interfacial displacements  ݑത௫ሺݔሻ  and 
ݑത௬ሺݕሻ  of the half‐space can be related to the interfacial normal and tangential tractions 
݌ሺݔሻ  and  ݍሺݔሻ  as follows (Popov, 1972; Giannakopoulos and Pallot, 2000) 
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ߠ଴ න
݌ሺݕሻ݀ݕ
ݒ|ݔ െ ݕ|௩
௔
ି௔
൅ ߠଵ න
signሺݔ െ ݕሻ
|ݔ െ ݕ|௩
௔
ି௔
ݍሺݕሻdݕ ൌ ݑത௬ሺݔሻ,                          ሺ2.2aሻ 
ߠଶ න
ݍሺݕሻ݀ݕ
ݒ|ݔ െ ݕ|௩
௔
ି௔
െ ߠଷ න
signሺݔ െ ݕሻ
|ݔ െ ݕ|௩
௔
ି௔
݌ሺݕሻdݕ ൌ ݑത௫ሺݔሻ,                           ሺ2.2bሻ 
where 
ߠ଴ ൌ
ሺ1 െ ߤଶሻߚܿ଴௩ܥ௩sin
ߚߨ
2
ሺ1 ൅ ݒሻܧ଴
, ߠଶ ൌ
ሺ1 െ ߤଶሻሺ1 ൅ ݒሻܿ଴௩ܥ௩sin
ߚߨ
2
ߚܧ଴
,  
ߠଷ ൌ ߠଵ ൌ െ
ሺ1 െ ߤଶሻܿ଴௩ܥ௩cos
ߚߨ
2
ݒܧ଴
, 
ܥ௩ ൌ
2ଵା௩߁ ൬3 ൅ ݒ ൅ ߚ2 ൰߁ ൬
3 ൅ ݒ െ ߚ
2 ൰
ߨ߁ሺ2 ൅ ݒሻ
, ߚ ൌ ඨሺ1 ൅ ݒሻ ൬1 െ
ߤݒ
1 െ ߤ
൰        ሺ2.3ሻ 
and  ߁ ൌ ߁ሺݔሻ  is the Gamma function. 
      Under  given  interfacial  displacements  ݑത௫ሺݔሻ  and  ݑത௬ሺݔሻ,  Eq.  (2.2)  is  a  system  of 
coupled  Abel  type  singular  integral  equations  for  unknown  interfacial  tractions.  From   
Eq. (2.2), it can be seen that coupling exists between the normal and tangential direction 
problems: the tangential interfacial traction can induce normal displacement whilst the 
normal  interfacial  traction  can  also  induce  tangential  displacement.  Theoretically,  the 
coupling  effect  can  only  be  neglected  when  ߠଵ ൌ ߠଷ ൌ 0.   In  previous  studies 
(Giannakopoulos  and  Pallot,  2000;  Chen  et  al.,  2009a),  this  coupling  effect  has  been 
neglected. Up to now, it is still unclear whether the coupling effect will play an important 
role on  the adhesive contact behavior of graded materials or not.  In  the present work, 
this issue will be addressed analytically by employing the seminal results developed by 
Popov (1972) for solving the weakly singular integral equation.   
      Let us first rewrite Eq. (2.2) in dimensionless form. This can be achieved by letting 
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ݔ ൌ ܽߦ,        ݕ ൌ ܽߟ,           |ߦ| ൑ 1, |ߟ| ൑ 1.                             ሺ2.4ሻ 
Substituting Eq. (2.4) into Eq. (2.2) and after some algebraic manipulations, we have 
ܽଵି௩ ቈ
ߠ଴
ߠଵ
න
݌ሺܽߟሻ݀ߟ
ݒ|ߦ െ ߟ|௩
൅
ଵ
ିଵ
න
signሺߦ െ ߟሻ
|ߦ െ ߟ|௩
ଵ
ିଵ
ݍሺܽߟሻdߟ቉ ൌ
1
ߠଵ
ݑത௬ሺܽߦሻ,            ሺ2.5aሻ 
ܽଵି௩ ቈ
ߠଶ
ߠଷ
න
ݍሺܽߟሻ݀ߟ
ݒ|ߦ െ ߟ|௩
െ
ଵ
ିଵ
න
signሺߦ െ ߟሻ
|ߦ െ ߟ|௩
ଵ
ିଵ
݌ሺܽߟሻdߟ቉ ൌ
1
ߠଷ
ݑത௫ሺܽߦሻ.           ሺ2.5bሻ 
      By introducing 
ߢ ൌ ඥߠ଴ߠଷ ሺߠଵߠଶሻ⁄ ,                                                          ሺ2.6ሻ  
Eq. (2.5) can be further transformed into the following complex form: 
න
signሺߦ െ ߟሻ ൅ icotሺߣߨ/2ሻ
|ߦ െ ߟ|௩
ଵ
ିଵ
߯ሺߟሻdߟ ൌ ݃ሺߦሻ,                          ሺ2.7ሻ 
where 
߯ሺߟሻ ൌ ݎሺߟሻ ൅ iݏሺߟሻ,                                                        ሺ2.8aሻ 
ݎሺߟሻ ൌ ߢ
ଵ
ଶܽଵି௩݌ሺܽߟሻ,     ݏሺߟሻ ൌ ߢି
ଵ
ଶܽଵି௩ݍሺܽߟሻ,                      ሺ2.8bሻ 
cotሺߣߨ 2⁄ ሻ ൌ ඥߠ଴ߠଷ ሺߠଵߠଶሻ⁄ ݒ⁄                                         ሺ2.8cሻ 
and 
݃ሺߦሻ ൌ iߢି
ଵ
ଶሺߠଵሻିଵݑത௬ሺܽߦሻ െ ߢ
ଵ
ଶሺߠଷሻିଵݑത௫ሺܽߦሻ.                        ሺ2.8dሻ 
      According to Popov (1972), the exact solution of the integral equation in (2.7) can be 
expressed as a series of Jacobi polynomials, that is 
߯ሺߦሻ ൌ ෍
݃௠ ௠ܲ
ఘሺߦሻ
iߪ௩ߣ௠߰ఘሺߦሻ
ஶ
୫ୀ଴
,                                                  ሺ2.9ሻ 
where    ௠ܲ
ఘሺߦሻ ൌ ௠ܲ
ି௪ି୧ఘ,ି௪ା୧ఘሺߦሻ   is  the  Jacobi  polynomial  of  order  ݉   with  index 
ሺെݓ െ iߩ, െݓ ൅ iߩሻ  and   
߰ఘሺߦሻ ൌ
ሺ1 െ ߦሻ௪ା୧ఘ
ሺ1 െ ߦሻି௪ା୧ఘ
,    ݓ ൌ
1 െ ݒ
2
,    ߩ ൌ
1
2ߨ
ln
sinሾሺݒ ൅ ߣሻߨ 2⁄ ሿ
sinሾሺݒ െ ߣሻߨ 2⁄ ሿ
 ,     ሺ2.10ሻ 
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ߪ௩ ൌ
2ߨඥsin ሾሺݒ ൅ ߣሻߨ 2⁄ ሿ sin ሾሺݒ െ ߣሻߨ 2⁄ ሿ
sinሺݒߨሻ sin ሺߣߨ/2ሻ
,     ߣ ൌ ߚ െ 1,              ሺ2.11ሻ 
݃௠ ൌ න
݃ሺߦሻ ௠ܲ
ିఘሺߦሻ
߰ିఘሺߦሻ
ଵ
ିଵ
dߦ, ߣ௠ ൌ
2௩|߁ሺ1 െ ݓ ൅ iߩ ൅ ݉ሻ|ଶ
݉!ଶ ሺݒ ൅ 2݉ሻ߁ሺݒሻ
.          ሺ2.12ሻ 
      Once  ߯ሺߟሻ   is  determined,  the  interfacial  tractions  ݌ሺܽߟሻ   and  ݍሺܽߟሻ   can  be 
obtained  from  its  real  and  imaginary part,  respectively.  Furthermore,  the width  of  the 
contact area can be calculated from 
்߲ܷ
߲ܽ
ฬ
௨ഥೣሺ௫ሻ,௨ഥ೤ሺ௫ሻ 
ൌ
߲ሺܷா ൅ ௌܷሻ
߲ܽ
ฬ
௨ഥೣሺ௫ሻ,௨ഥ೤ሺ௫ሻ 
ൌ 0,                            ሺ2.13ሻ 
where the derivative  is taken under fixed  ݑത௫ሺݔሻ  and  ݑത௬ሺݔሻ.  In Eq. (2.13),  ܷா  denotes 
the elastic strain energy stored in the grated half‐space and  ௦ܷ ൌ െ2ܽ߂ߛ  is associated 
with the surface energy due to the work of adhesion  ߂ߛ. 
      In  the  following  sections,  the  above  solution  procedures  will  be  employed  to 
investigate  the  adhesive  contact  behavior  of  rigid  cylinder  indenter‐graded  half‐space 
system under different loading conditions with coupling effect taken into account. 
 
3. Analysis 
3.1 Contact behavior without bending effect 
In  this  case,  it  is  assumed  that  only  the  force  applied  on  the  rigid  cylinder  is 
considered and the effect of bending moment  is  totally omitted. As a consequence,  the 
rigid cylinder just experiences translation. This assumption has been adopted by many 
authors in the analysis of adhesive contact behavior by supposing that the external force 
is properly applied. 
Under  this  circumstance,  the  tangential  and  normal  displacements  along  the 
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interface of the elastic graded half‐space can be expressed as   
ݑത௫ ൌ ߝ,        ݑത௬ ൌ ݄ െ
ݔଶ
2ܴ
 ,                      |ݔ| ൑ ܽ,                   ሺ3.1ሻ 
where  ߝ  and  ݄  are two constants. 
      Replacing  ݔ  with   ܽߦ  in Eq. (3.1) and inserting it to Eq. (2.8d) leads to 
݃ሺߦሻ ൌ െ
i
ܴଵ
ߦଶ ൅ ሺi݄כ െ ߝכሻ,                                            ሺ3.2ሻ 
where 
݄כ ൌ ߢି
ଵ
ଶሺߠଵሻିଵ݄,       ߝכ ൌ ߢ
ଵ
ଶሺߠଷሻିଵߝ,         ܴଵ ൌ 2ߢ
ଵ
ଶߠଵܴܽିଶ.                  ሺ3.3ሻ 
      Substituting Eq. (3.2) into Eq. (2.12)1 yields (see Appendix A for details) 
݃଴ ൌ െ
2௩ܴ௩
߁ሺ1 ൅ ݒሻ
ቊߝכ ൅ i ቈ
1
ܴଵ
1 ൅ ݒ െ 4ߩଶ
ሺ1 ൅ ݒሻሺ2 ൅ ݒሻ
െ ݄כ቉ቋ,               ሺ3.4aሻ 
ଵ݃ ൌ െ
2ଵା௩ሾሺ1 ൅ ݒሻଶ ൅ 4ߩଶሿߩܴ௩
ܴଵ߁ሺ4 ൅ ݒሻ
,                              ሺ3.4bሻ 
݃ଶ ൌ െ
i
ܴଵ
ܴ௩ሾሺ1 ൅ ݒሻଶ ൅ 4ߩଶሿሾሺ3 ൅ ݒሻଶ ൅ 4ߩଶሿ
2ଶି௩߁ሺ5 ൅ ݒሻ
,    ݃௡ ൌ 0,    ሺ݊ ൒ 3ሻ     ሺ3.4cሻ 
where   
ܴ௩ ൌ ߁ሺ1 െ ݓ ൅ iߩሻ߁ሺ1 െ ݓ െ iߩሻ                                ሺ3.5ሻ 
is real2.       
      Letting 
ܬ௞ ൌ න ߟ௞߯ሺߟሻdߟ
ଵ
ିଵ
,      ݇ ൌ 0,1                                         ሺ3.6ሻ 
the boundary conditions   
න ݌ሺݔሻdݔ
௔
ି௔
ൌ ܨsin߮ ൌ ܲ,            න ݍሺݔሻdݔ
௔
ି௔
ൌ ܨcos߮ ൌ ܳ               ሺ3.7ሻ 
can be rewritten in the following compact form: 
                                                              
2This is because  ߁ሺݖሻതതതതതത ൌ ߁ሺݖҧሻ, where  ݖ  is a complex number. 
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ߢ
ଵ
ଶܲ ൅ iߢି
ଵ
ଶܳ ൌ ܽ௩ܬ଴,                                               ሺ3.8ሻ 
where the explicit expression of  ܬ଴  is given in Eq. (A6). Then it follows that 
݃଴ ൌ ߪ௩ܽି௩ ൬iߢ
ଵ
ଶܲ െ ߢି
ଵ
ଶܳ൰.                                               ሺ3.9ሻ 
      Taking Eqs. (2.10)2, (2.12)2, (3.4b, c) and (3.9) into account, we have 
݃଴ ଴ܲ
ఘሺߦሻ
ߣ଴
ൌ
൬iߢ
ଵ
ଶܲ െ ߢି
ଵ
ଶܳ൰ߪ௩
ሺ2ܽሻ௩ܴ௩
߁ሺ1 ൅ ݒሻ,                             ሺ3.10aሻ 
ଵ݃ ଵܲ
ఘሺߦሻ
ߣଵ
ൌ െ
4ߩሾߦሺ1 ൅ ݒሻ െ 2iߩሿ
ሺ3 ൅ ݒሻሺ1 ൅ ݒሻݒܴଵ
,                                 ሺ3.10bሻ 
݃ଶ ଶܲ
ఘሺߦሻ
ߣଶ
ൌ െ
16i
ܴଵ
1
ሺ3 ൅ ݒሻሺ2 ൅ ݒሻሺ1 ൅ ݒሻݒ ଶܲ
ఘሺߦሻ,              ሺ3.10cሻ 
݃௡ ௡ܲ
ఘሺߦሻ
ߣ௡
ൌ 0,              ሺ݊ ൒ 3ሻ                                   ሺ3.10dሻ 
where 
ଶܲ
ఘሺߦሻ ൌ െ
3 ൅ ݒ ൅ 4ߩଶ
8
൅ ߦଶ
ሺ2 ൅ ݒሻሺ3 ൅ ݒሻ
8
െ iߩߦ ቀ1 ൅
ݒ
2
ቁ.        ሺ3.11ሻ 
Then by  substituting Eq.  (3.10) into (2.9)  and  recalling Eqs.  (2.8a, b) and (3.3)3, we 
can  obtain  the  following  expressions  of  the interfacial  normal  and  tangential  tractions 
inside the contact region     
݌ሺݔሻ ൌ
1
ሺܽଶ െ ݔଶሻ
ଵି௩
ଶ
൜ܫଵ cos ൬ߩln
ܽ ൅ ݔ
ܽ െ ݔ
൰ െ ܫଶ sin ൬ߩln
ܽ ൅ ݔ
ܽ െ ݔ
൰ൠ,                ሺ3.12aሻ 
ݍሺݔሻ ൌ
ߢ
ሺܽଶ െ ݔଶሻ
ଵି௩
ଶ
൜ܫଶ cos ൬ߩln
ܽ ൅ ݔ
ܽ െ ݔ
൰ ൅ ܫଵ sin ൬ߩln
ܽ ൅ ݔ
ܽ െ ݔ
൰ൠ,                ሺ3.12bሻ 
where 
ܫଵ ൌ
߁ሺ1 ൅ ݒሻ
ሺ2ܽሻ௩ܴ௩
ܲ ൅
1
ߢߠଵܴ
ܽଶሺ1 ൅ 4ߩଶሻ െ ݔଶሺ2 ൅ ݒሻ
ሺ2 ൅ ݒሻሺ1 ൅ ݒሻݒߪ௩
,                       ሺ3.13aሻ 
ܫଶ ൌ
߁ሺ1 ൅ ݒሻ
ሺ2ܽሻ௩ܴ௩ߢ
ܳ ൅
1
ߢߠଵܴ
2ߩܽݔ
ሺ1 ൅ ݒሻݒߪ௩
.                                               ሺ3.13bሻ 
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With  use  of  the  identities  listed  in  Eq.  (A8),  it  can  be  verified  that  the  interfacial 
tractions  described  in  Eq.  (3.12) satisfy  the  boundary  conditions  defined  in Eq.  (3.7). 
Oscillating with  increasing  frequency  as  ݔ  approaches  the  contact  edge,  the  tractions 
have the singularities of  ݎሺ௩ିଵሻ/ଶା୧ఘ  at the contact perimeter  ݔ ൌ േܽ. This immediately 
reminds us the similar stress singularity occurring at the interfacial cracks between two 
dissimilar  materials.  Compared  with  the  case  for  homogenous  materials  (ݒ ൌ 0),  the 
singularity of  the stress has been weakened for graded materials (Giannakopoulos and 
Pallot, 2000).   
In the homogeneous limit, i.e.  ݒ ՜ 0, one can show that 
ߚ ՜ 1,     ߣ ՜ 0,    ݓ ՜
1
2
,    ߢ ՜ 1,   ߩ ՜
1
2ߨ
lnሺ3 െ 4ߤሻ,    ܥ௩ ՜
2
ߨ
 
ܴ௩ ՜
ߨඥ3 െ 4ߤ
2ሺ1 െ ߤሻ
,    ߠଵ ՜
ሺ1 ൅ ߤሻሺ1 െ 2ߤሻ
2ܧ଴
,   ݒߪ௩ ՜
2ඥ3 െ 4ߤ
1 െ 2ߤ
.                ሺ3.14ሻ 
      Hence Eq. (3.12) reduces to 
݌ሺݔሻ ൌ
1
ሺܽଶ െ ݔଶሻ
ଵ
ଶ
൜ܫଵᇱ cos ൬ߩ଴ln
ܽ ൅ ݔ
ܽ െ ݔ
൰ െ ܫଶᇱ sin ൬ߩ଴ln
ܽ ൅ ݔ
ܽ െ ݔ
൰ൠ,                ሺ3.15aሻ 
ݍሺݔሻ ൌ
1
ሺܽଶ െ ݔଶሻ
ଵ
ଶ
൜ܫଶᇱ cos ൬ߩ଴ln
ܽ ൅ ݔ
ܽ െ ݔ
൰ ൅ ܫଵᇱ sin ൬ߩ଴ln
ܽ ൅ ݔ
ܽ െ ݔ
൰ൠ,                ሺ3.15bሻ 
respectively. In Eq. (3.15) 
ܫଵᇱ ൌ
2ܲሺ1 െ ߤሻ
ߨඥ3 െ 4ߤ
൅
ܽଶ ቀ12 ൅ 2ߩ଴
ଶቁ െ ݔଶ
ܴሺ1 ൅ ߤሻඥ3 െ 4ߤ
ܧ଴,                                      ሺ3.16aሻ 
ܫଶᇱ ൌ
2ܳሺ1 െ ߤሻ
ߨඥ3 െ 4ߤ
൅
2ܧ଴ܽߩ଴ݔ
ܴሺ1 ൅ ߤሻඥ3 െ 4ߤ
                                           ሺ3.16bሻ 
with 
ߩ଴ ൌ lim௩՜଴
ߩ ൌ
1
2ߨ
lnሺ3 െ 4ߤሻ.                                               ሺ3.16cሻ 
      In Appendix B, it can be shown that the interfacial tractions in Eq. (3.15) are exactly 
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the same as that obtained by solving the corresponding Riemann‐Hilbert problem using 
analytical function theory for homogeneous half‐space.   
      With  use  of  above  results,  the  relations  between  the  interfacial  displacements  and 
the corresponding external force can be established as follows 
݄ ൌ
ߠଵߪ௩ߢΓሺ1 ൅ ݒሻ
ሺ2ܽሻ௩ܴ௩
ܲ ൅
ܽଶ
2ܴ
1 ൅ ݒ െ 4ߩଶ
ሺ1 ൅ ݒሻሺ2 ൅ ݒሻ
,     ߝ ൌ
ߠଵߪ௩Γሺ1 ൅ ݒሻ
ሺ2ܽሻ௩ߢܴ௩
ܳ.           ሺ3.17ሻ 
      The elastic strain energy stored in the substrate is 
ܷா ൌ ܷா௤ ൅ ܷா௣,                                                                  ሺ3.18aሻ 
where 
ܷா௤ ൌ
1
2
න ݍሺݔሻ
௔
ି௔
ݑത௫dݔ ൌ
1
2
න ݍሺݔሻ
௔
ି௔
ߝdݔ ൌ
1
2
ܳߝ,                            ሺ3.18bሻ 
ܷா௣ ൌ
1
2
න ݌ሺݔሻ
௔
ି௔
ݑത௬dݔ ൌ
1
2
݄ܲ െ
1
4ܴ
න ݔଶ
௔
ି௔
݌ሺݔሻdݔ.                       ሺ3.18cሻ 
Making use of the identities in Eq. (A8) and inserting Eq. (3.15a) into the last integral 
on the right‐hand side of Eq. (3.18c), we have 
න ݔଶ
௔
ି௔
݌ሺݔሻdݔ ൌ ݀ଵܲܽଶ െ
2ଵା௩ܴ௩݀ଶ
ܴߢߠଵሺ4 ൅ ݒሻݒߪ௩
ܽସା௩,                          ሺ3.19ሻ 
where 
݀ଵ ൌ
1 ൅ ݒ െ 4ߩଶ
ሺ1 ൅ ݒሻሺ2 ൅ ݒሻ
 ,            ݀ଶ ൌ
ሺ1 ൅ 4ߩଶሻሾሺ1 ൅ ݒሻଶ ൅ 4ߩଶሿ
ሺ1 ൅ ݒሻሺ2 ൅ ݒሻ߁ሺ3 ൅ ݒሻ
             ሺ3.20ሻ 
are two dimensionless parameters. 
      The balance between elastic strain energy and surface energy yields that 
∂ሺܷா௣ ൅ ܷா௤ሻ
∂ܽ
ቤ
ఌ,௛
ൌ 2߂ߛ.                                            ሺ3.21ሻ 
Since 
∂ܷா௤
∂ܽ
ฬ
ఌ
ൌ
1
2
߲ܳ
߲ܽ
ฬ
ఌ
ߝ,                                                 ሺ3.22aሻ 
12 
 
  
∂ܷா௣
∂ܽ
ฬ
௛
ൌ
1
2
∂ܲ
∂ܽ
ฬ
௛
݄ െ
݀ଵ
4ܴ
൬ܽଶ
∂ܲ
∂ܽ
ฬ
௛
൅ 2ܲܽ൰ ൅
1
4ܴଶ
2ଵା௩ܴ௩
ߢߠଵݒߪ௩
݀ଶܽଷା௩,           ሺ3.22bሻ 
then from Eq. (3.17), we have 
∂ܲ
∂ܽ
ฬ
௛
ൌ
ݒ
ܽ
ܲ െ
2௩ܴ௩
ߠଵߪ௩ߢܴ
1 ൅ ݒ െ 4ߩଶ
Γሺ3 ൅ ݒሻ
ܽଵା௩ ,         
∂ܳ
∂ܽ
ฬ
ఌ
ൌ
ݒ
ܽ
ܳ.                 ሺ3.23ሻ 
Substitution of Eqs. (3.7), (3.17), (3.22) and (3.23) into Eq. (3.21) leads to   
݀ଷݒߪ௩߁ሺ1 ൅ ݒሻ
2ଵା௩ܴ௩
ሺߢsinଶ߮ ൅ ߢିଵcosଶ߮ሻߙି௩
߂ߛ
ܧכܴ
൬
ܨ
߂ߛ
൰
ଶ
ቀ
ܽ
ܴ
ቁ
ିሺଵା௩ሻ
െ ݀ଵ
ܽ
ܴ
ܨ
߂ߛ
sin߮
൅
2௩ିଵ݀ଶܴ௩
݀ଷݒߪ௩ߢ
 ߙ௩
ܧכܴ
߂ߛ
ቀ
ܽ
ܴ
ቁ
ଷା௩
െ 2 ൌ 0,                                                              ሺ3.24ሻ 
where 
݀ଷ ൌ െ
ܥ௩
ݒ
cos
ߚߨ
2
,          ܧכ ൌ
ܧ଴
1 െ ߤଶ
 ,      ߙ ൌ
ܴ
ܿ଴
.                           ሺ3.25ሻ 
      Eq.  (3.24) describes  the  relationship  between  the  normalized  load  ܨ ߂ߛ⁄   and  the 
normalized contact half width  ܽ ܴ⁄ . For homogeneous half‐space, Eq. (3.24) reduces to         
1
ߨ
߂ߛ
ܧכܴ
൬
ܨ
߂ߛ
൰
ଶ
ቀ
ܽ
ܴ
ቁ
ିଵ
െ
1 െ 4ߩ଴ଶ
2
ܽ
ܴ
ܨ
߂ߛ
sin߮ ൅
ߨሺ1 ൅ 4ߩ଴ଶሻଶ
16
ܧכܴ
߂ߛ
ቀ
ܽ
ܴ
ቁ
ଷ
െ 2 ൌ 0,     ሺ3.26ሻ 
by letting  ݒ ՜ 0. 
When  ߮ ൌ ߨ/2, the vertical force  ܲ  applied on the cylinder can be expressed as 
ܲ ൌ
ሺ1 െ 4ߩ଴ଶሻߨܧכܽଶ
4ܴ
െ ඨ2ߨܧכܽ߂ߛ െ ቆ
ߩ଴ߨܧכܽଶ
ܴ
ቇ
ଶ
,                      ሺ3.27ሻ 
where  ߩ଴ ൌ ሺ1 2ߨ⁄ ሻ lnሺ3 െ 4ߤሻ.  As  shown  in  Eq.  (3.27), which  is  derived  from  the 
non‐slipping  model,  the  effect  of  tangential  traction  manifests  itself  just  through  the 
term of  ߩ଴.  For an  incompressible half‐space  (ߤ ൌ 0.5),  ߩ଴ ൌ 0  and Eq.  (3.27) reduces 
to the following two‐dimensional JKR‐like solution   
ܲ ൌ ߨܧכܽଶ ሺ4ܴሻ⁄ െ ඥ2ߨܧכܽ߂ߛ,                                  ሺ3.28aሻ 
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which  was  obtained  by  Barquins  (1988) in  the  frictionless  contact  condition.  This  is 
consistent with the conclusion documented in Johnson (1985). From Eq. (3.28a),  it can 
be obtained that (Barquins, 1988) 
ܽJKR
ଶD ൌ ቆ
2߂ߛܴଶ
ߨܧכ
ቇ
ଵ/ଷ
                                             ሺ3.28bሻ 
and 
JܲKR
ଶD ൌ 3ቆ
ߨܧכܴ߂ߛଶ
16
ቇ
ଵ/ଷ
.                                       ሺ3.28cሻ 
 
3.2 Contact behavior with bending effect taken into account 
In  this  subsection,  adhesive  contact  behavior  of  graded  half‐space with  bending 
moment taken into account will be discussed. This is a more realistic case since bending 
moment  always  exists  unless  the  action point  of  the  external  force  is  properly  chosen 
(Yao et al., 2008). 
    When bending moment is considered, it  is necessary to include the displacement 
components  arising  from  the  rotation  of  cylinder  into  ݑത௫  and  ݑത௬.  Denoting  the  rigid 
body rotation angle of the cylinder as  ߠ, then under small deformation assumption, the 
interfacial displacements can be written as 
ݑത௫ ൌ ߝ,        ݑത௬ ൌ ݄ ൅ ߠݔ െ
ݔଶ
2ܴ
 ,                  |ݔ| ൑ ܽ,                        ሺ4.1ሻ 
Replacing  ݔ  with ܽߦ  in Eq. (4.1) and inserting it to Eq. (2.8d) yield to 
݃ሺߦሻ ൌ െ
i
ܴଵ
ߦଶ ൅ iߠכߦ ൅ ሺi݄כ െ ߝכሻ,                                  ሺ4.2ሻ 
where  ݄כ,  ߝכ  and  ܴଵ  are defined in Eq. (3.3) and 
ߠכ ൌ ߢି
ଵ
ଶሺߠଵሻିଵܽߠ.                                                     ሺ4.3ሻ 
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Substituting Eq. (4.2) into Eq. (2.12)1 yields (see Appendix A for details) 
݃଴ ൌ െ
2௩ܴ௩
߁ሺ1 ൅ ݒሻ
ቊߝכ െ
2ߩߠכ
1 ൅ ݒ
൅ i ቈ
1
ܴଵ
1 ൅ ݒ െ 4ߩଶ
ሺ1 ൅ ݒሻሺ2 ൅ ݒሻ
െ ݄כ቉ቋ,                     ሺ4.4aሻ 
ଵ݃ ൌ
ሾሺ1 ൅ ݒሻଶ ൅ 4ߩଶሿܴ௩
2ଵି௩߁ሺ3 ൅ ݒሻ
൬iߠכ െ
4ߩ
ܴଵ
1
3 ൅ ݒ
൰,                                    ሺ4.4bሻ 
݃ଶ ൌ െ
i
ܴଵ
ܴ௩ሾሺ1 ൅ ݒሻଶ ൅ 4ߩଶሿሾሺ3 ൅ ݒሻଶ ൅ 4ߩଶሿ
2ଶି௩߁ሺ5 ൅ ݒሻ
,    ݃௡ ൌ 0    ሺ݊ ൒ 3ሻ.     ሺ4.4cሻ 
      Recalling Eq. (3.6), the boundary conditions   
න ݌ሺݔሻdݔ
௔
ି௔
ൌ ܲ,       න ݍሺݔሻdݔ
௔
ି௔
ൌ ܳ,     න ݔ݌ሺݔሻdݔ
௔
ି௔
ൌ ܯ                      ሺ4.5ሻ 
can be rewritten as 
ߢ
ଵ
ଶܲ ൅ iߢି
ଵ
ଶܳ ൌ ܽ௩ܬ଴,              ߢ
ଵ
ଶܯ ൌ ܽଵା௩Reሺܬଵሻ,                            ሺ4.6ሻ 
where the explicit expressions of  ܬ଴  and  ܬଵ  are given in Eqs. (A6) and (A7), respectively. 
      Substituting Eqs. (A6), (A7), (2.12)2 and (4.4a, b) into Eq. (4.6) yields 
ߢ
ଵ
ଶܲ ൅ iߢି
ଵ
ଶܳ ൌ
ሺ2ܽሻ௩ܴ௩
߁ሺݒ ൅ 1ሻߪ௩
൤i ൬ߝכ െ
2ߩߠכ
1 ൅ ݒ
൰ െ ൬
݀ଵ
ܴଵ
െ ݄כ൰൨,            ሺ4.7aሻ 
  
ߢ
ଵ
ଶ߁ሺ2 ൅ ݒሻܯ
ሺ2ܽሻ௩ାଵܴ௩
ൌ
ሺ1 ൅ ݒሻଶ ൅ 4ߩଶ
2ሺ2 ൅ ݒሻሺ1 ൅ ݒሻݒߪ௩
ߠכ ൅
ߩ
ߪ௩
൬െߝכ ൅
2ߩߠכ
1 ൅ ݒ
൰,             ሺ4.7bሻ 
where  ݀ଵ  is defined in Eq. (3.20)1. 
      Then, combining Eqs. (3.3), (4.3) and (4.7) gives rise to 
݄ ൌ
ߠଵߪ௩ߢ߁ሺ1 ൅ ݒሻ
ሺ2ܽሻ௩ܴ௩
ܲ ൅ ݀ଵ
ܽଶ
2ܴ
 ,                                                ሺ4.8aሻ 
ߝ ൌ
ߪ௩ߠଵ߁ሺ3 ൅ ݒሻ
ሾሺ1 ൅ ݒሻଶ ൅ 4ߩଶሿܴ௩
ቈ
ሺ1 ൅ 4ߩଶሻሺ1 ൅ ݒሻ
2 ൅ ݒ
ܳ
ሺ2ܽሻ௩
൅
4ߩݒܯ
ሺ2ܽሻଵା௩
቉,           ሺ4.8bሻ 
ߠ ൌ
4ߠଵݒߪ௩߁ሺ3 ൅ ݒሻ
ሾሺ1 ൅ ݒሻଶ ൅ 4ߩଶሿܴ௩
ቈ
ߩܳ
ሺ2ܽሻଵା௩
൅
ሺ1 ൅ ݒሻߢܯ
ሺ2ܽሻଶା௩
቉.                            ሺ4.8cሻ 
      From Eq. (4.8), it can be seen that the bending moment  ܯ  has no influence on the 
maximum indentation depth  ݄, but will affect both  the  tangential displacement  ߝ  and 
the angular rotation ߠ. 
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      Furthermore,  by  combining  Eqs.  (2.4),  (2.8a,  b),  (2.12)2, (3.4b), (4.4)  and  (4.8),  we 
have 
݌ሺݔሻ ൌ
1
ሺܽଶ െ ݔଶሻ
ଵି௩
ଶ
൜ܫଷ cos ൬ߩln
ܽ ൅ ݔ
ܽ െ ݔ
൰ െ ܫସ sin ൬ߩln
ܽ ൅ ݔ
ܽ െ ݔ
൰ൠ,                ሺ4.9aሻ 
ݍሺݔሻ ൌ
ߢ
ሺܽଶ െ ݔଶሻ
ଵି௩
ଶ
൜ܫସ cos ൬ߩln
ܽ ൅ ݔ
ܽ െ ݔ
൰ ൅ ܫଷ sin ൬ߩln
ܽ ൅ ݔ
ܽ െ ݔ
൰ൠ,                ሺ4.9bሻ 
where 
ܫଷ ൌ
߁ሺݒ ൅ 1ሻ
ሺ2ܽሻ௩ܴ௩
ܲ 
൅
2ݔ߁ሺ3 ൅ ݒሻ
ܽሾሺ1 ൅ ݔሻଶ ൅ 4ߩଶሿܴ௩
ቈ
ሺ1 ൅ ݒሻܯ
ሺ2ܽሻଵା௩
൅
ߩܳ
ߢሺ2ܽሻ௩
቉ ൅
1
ߪ௩ܴߢߠଵ
ቈ
1 ൅ 4ߩଶ
ሺ2 ൅ ݒሻሺ1 ൅ ݒሻݒ
ܽଶ െ
ݔଶ
ݒሺ1 ൅ ݒሻ
቉, 
ܫସ ൌ
߁ሺݒ ൅ 1ሻ
ሺ2ܽሻ௩ܴ௩
ܳ
ߢ
െ
4ߩ߁ሺ3 ൅ ݒሻ
ሾሺ1 ൅ ݔሻଶ ൅ 4ߩଶሿܴ௩
൤
ܯ
ሺ2ܽሻଵା௩
൅
1
1 ൅ ݒ
ߩܳ
ߢሺ2ܽሻ௩
൨ ൅
1
ߪ௩ܴߢߠଵ
2ߩܽݔ
ݒሺ1 ൅ ݒሻ
.           
ሺ4.10a, bሻ 
      Following  the  same  procedures  described  in  the  previous  section,  the  governing 
equation for the dimensionless contact half width can be obtained as 
ሺܣଵsinଶ߮ ൅ ܣହcosଶ߮ሻߙି௩
߂ߛ
ܧכܴ
൬
ܨ
߂ߛ
൰
ଶ
ቀ
ܽ
ܴ
ቁ
ିሺଵା௩ሻ
െ ܣଶsin߮
ܨ
߂ߛ
ܽ
ܴ
൅ ܣଷߙି௩
߂ߛ
ܧכܴ
൬
ܯ
ܴ߂ߛ
൰
ଶ
ቀ
ܽ
ܴ
ቁ
ିሺଷା௩ሻ
൅ ܣସcos߮ߙି௩
߂ߛ
ܧכܴ
ܯ
ܴ߂ߛ
ܨ
߂ߛ
ቀ
ܽ
ܴ
ቁ
ିሺଶା௩ሻ
         
൅ܣ଺ߙ௩
ܧכܴ
߂ߛ
ቀ
ܽ
ܴ
ቁ
ଷା௩
െ 4 ൌ ࣬ ൬
ܨ
߂ߛ
,
ܯ
ܴ߂ߛ
,
ܽ
ܴ
൰ ൌ 0,             ሺ4.11ሻ  
where the coefficients  ܣ௜, ݅ ൌ 1,2, … ,6  defined as 
ܣଵ ൌ
ߪ௩݀ଷ
2௩ܴ௩
ߢݒ߁ሺ1 ൅ ݒሻ,               ܣଶ ൌ 2݀ଵ,                                         ሺ4.12aሻ 
ܣଷ ൌ
ߪ௩݀ଷ
2௩ܴ௩
ݒሺ1 ൅ ݒሻሺ2 ൅ ݒሻ߁ሺ3 ൅ ݒሻߢ
ሺ1 ൅ ݒሻଶ ൅ 4ߩଶ
,        ܣସ ൌ
ߪ௩݀ଷ
2௩ܴ௩
4ߩݒሺ1 ൅ ݒሻ߁ሺ3 ൅ ݒሻ
ሺ1 ൅ ݒሻଶ ൅ 4ߩଶ
,        ሺ4.12bሻ 
ܣହ ൌ
ߪ௩݀ଷ
2௩ܴ௩
ݒሺ1 ൅ ݒሻሺ1 ൅ 4ߩଶሻ߁ሺ2 ൅ ݒሻ
ሾሺ1 ൅ ݒሻଶ ൅ 4ߩଶሿߢ
,         ܣ଺ ൌ
2௩ሺ4 ൅ ݒሻܴ௩݀ସ
ݒߪ௩݀ଷߢ
                ሺ4.12cሻ 
are all dimensionless quantities.  ݀ଵ,  ݀ଷ  and  ߙ  in Eq. (4.12) are defined in Eqs. (3.20)1, 
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(3.25)1 and (3.25)3, respectively. Meanwhile, 
݀ସ ൌ
ሺ3 ൅ ݒሻሺ1 ൅ 4ߩଶሻሾሺ1 ൅ ݒሻଶ ൅ 4ߩଶሿ
ሺ1 ൅ ݒሻሺ2 ൅ ݒሻ߁ሺ5 ൅ ݒሻ
 .                          ሺ4.13ሻ 
Eq.  (4.11) describes  an  equilibrium  surface  ࣬ ቀ ி
௱ఊ
, ெ
ோ௱ఊ
, ௔
ோ
ቁ ൌ 0  in  ܽ ܴ⁄ െ ܨ Δߛ⁄ െ
ܯ ܴ߂ߛ⁄   space implicitly. The “edge” curve of this equilibrium surface, which represents 
the critical state, can be determined from the following formula: 
ە
۔
ۓ ࣬ ൬
ܨ
߂ߛ
,
ܯ
ܴ߂ߛ
,
ܽ
ܴ
൰ ൌ 0
∂࣬ ൬
ܨ
߂ߛ
,
ܯ
ܴ߂ߛ
,
ܽ
ܴ
൰ ߲ܽൗ ൌ 0
.                                                  ሺ4.14ሻ 
Generally,  a  specific  loading  condition  can  be  represented  by  an  implicit  function 
ࣜሺܨ ߂ߛ⁄ ,ܯ ܴ߂ߛ⁄ ሻ ൌ 0.   Then  the  corresponding  critical  state  (if  it  exists)  can  be 
determined by solving  (4.14) and  ࣜሺܨ ߂ߛ⁄ ,ܯ ܴ߂ߛ⁄ ሻ ൌ 0  simultaneously. See Fig. 2  for 
reference. 
For a homogeneous half‐space, Eq. (4.11) reduces to 
1
ߨ
߂ߛ
ܧכܴ
൬
ܨ
߂ߛ
൰
ଶ
ቀ
ܽ
ܴ
ቁ
ିଵ
െ
1 െ 4ߩ଴ଶ
2
ܽ
ܴ
ܨ
߂ߛ
sin߮ ൅
ߨሺ1 ൅ 4ߩ଴ଶሻଶ
16
ܧכܴ
߂ߛ
ቀ
ܽ
ܴ
ቁ
ଷ
൅
4
ߨሺ1 ൅ 4ߩ଴
ଶሻ
߂ߛ
ܧכܴ
൬
ܯ
ܴ߂ߛ
൰
ଶ
ቀ
ܽ
ܴ
ቁ
ିଷ
൅
8ߩ଴cos߮
ߨሺ1 ൅ 4ߩ଴
ଶሻ
߂ߛ
ܧכܴ
ܯ
ܴ߂ߛ
ܨ
߂ߛ
ቀ
ܽ
ܴ
ቁ
ିଶ
െ 2 ൌ 0. 
ሺ4.15ሻ 
      Comparing Eq.  (4.15) with Eq.  (3.26),  it  seems  that  the bending moment  ܯ  affects 
the  contact width  ܽ  only  through  the  fourth and  fifth  terms. When  ܯ ൌ 0,  Eq.  (4.15) 
will reduce to Eq. (3.26). On the other hand,  if ܨ ൌ 0 (there is no net force exerted on 
the cylinder), from Eq. (4.11), we have 
ܣଷߙି௩
߂ߛ
ܧכܴ
൬
ܯ
ܴ߂ߛ
൰
ଶ
ቀ
ܽ
ܴ
ቁ
ିሺଷା௩ሻ
൅ ܣ଺ߙ௩
ܧכܴ
߂ߛ
ቀ
ܽ
ܴ
ቁ
ଷା௩
െ 4 ൌ 0,                ሺ4.16ሻ 
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which can be simplified as 
|ܯ|
ܴ߂ߛ
ൌ ඩ
4ቀܴܽቁ
ଷା௩
െ ܭଵ ቀ
ܽ
ܴቁ
଺ାଶ௩
ܭଶ
,                               ሺ4.17ሻ 
where 
ܭଵ ൌ ܣ଺ߙ௩
ܧכܴ
߂ߛ
,                  ܭଶ ൌ ܣଷߙି௩
߂ߛ
ܧכܴ
.                         ሺ4.18ሻ 
The  critical  contact  half  width  at  bend‐off  can  be  obtained  from  the  following 
condition 
∂ܯ
∂ܽ
ൌ 0,                                                                 ሺ4.19ሻ 
which gives   
ܽୠୣ୬ୢି୭୤୤ ൌ ܴ ൬
2
ܭଵ
൰
ଵ
ଷା௩
.                                           ሺ4.20ሻ 
      Inserting  Eq. (4.20) back  into  Eq. (4.17)  yields  the  closed‐form  solution  for  the 
bend‐off moment which is required to bend the cylinder away from the substrate 
ܯୠୣ୬ୢି୭୤୤ ൌ േ
2ܴ߂ߛ
ඥ1 ൅ 4ߩଶ
.                                            ሺ4.21ሻ 
In  the  homogeneous  limit,  the  critical  contact  half  width  and  the  corresponding 
bend‐off moment reduce to 
ܽୠୣ୬ୢି୭୤୤
 ୦୭୫୭ ൌ ቆ
16
ߨሺ1 ൅ 4ߩ଴
ଶሻଶ
ܴଶ߂ߛ
ܧכ
ቇ
ଵ
ଷ
,         ܯୠୣ୬ୢି୭୤
୦୭୫୭ ൌ േ
2ܴ߂ߛ
ඥ1 ൅ 4ߩ଴
ଶ
,                    ሺ4.22ሻ 
respectively. 
From  the  above  analysis,  it  is  interesting  to  note  that  the  bend‐off  moment  is 
independent  of  the  two  parameters  ܧכܴ ߂ߛ⁄   and  ߙ  defined  in  Eq. (3.25)3.  In  other 
words,  it  is  irrespective  of  the  characteristic  depth  ܿ଴  and  the  characteristic  Young’s 
modulus  ܧ଴  but  only  depends  on  the  gradient  exponent  ݒ,  Poisson  ratio  ߤ,  cylinder 
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radius  ܴ  and the work of adhesion  ߂ߛ. 
      At this position, it is worth noting that for any symmetric indenter whose shape can 
be described by a polynomial,  the closed‐form analytical solution of  the corresponding 
problem can also be obtained with the above procedure. This is because it can be proved, 
with  use  of  the  properties  of  Jacobi  polynomials,  that  there  are  only  finite  non‐zero 
terms of  ݃௠  in Eq. (2.9) if  ݃ሺߦሻ  is a polynomial function of  ߦ.   
 
4.    Results and discussions 
      First,  let  us  investigate  the  adhesive  contact  behavior  under  vertical  force  (i.e., 
߮ ൌ ߨ/2 ). For  comparison  purpose,  the  variation  of  the  contact  width  under 
non‐slipping  condition  with  coupling  effect  taken  into  account  along  with  the 
corresponding  solutions  for  frictionless  contact  (Chen  et  al.,  2009a) are schematically 
shown in Fig. 3a and Fig. 3b. It can be observed that the two sets of solutions agree well 
in  the  tensile  regime  ሺܲ ൏ 0ሻ. Whereas,  in  the  compressive  regime  ሺܲ ൐ 0ሻ,  they  give 
distinct  predictions  of  the  contact  width.  Concretely  speaking,  it  is  found  that  the 
tangential tractions due to friction can reduce the area of contact between the cylinder 
and  substrate.  Compared  with  graded  materials,  this  difference  is  more  obvious  for 
homogenous case.    This  is reasonable since compared with homogenous material,  the 
average stiffness near the surface of the half‐space is larger for graded materials whose 
modulus are varied in the form of  ܧ ൌ ܧ଴ሺݖ/ܿ଴ሻ௩, 0 ൏ ݒ ൏ 1 along depth. Figure 3 also 
shows  that  the  pull‐off  forces  are  almost  identical  for  homogenous  material  and  the 
graded materials tested.   
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      Similar  conclusions  can  also  be  drawn  from  Fig.  4,  which  depicts  the  normalized 
inclined  force  as  a  function  of  the  normalized  contact  half  width  for  different  pulling 
angles  under  a  specific  set  of  parameters  ݒ ൌ 0.1, ߤ ൌ 0.3, ߙ ൌ 100,  and  ܧכܴ ߂ߛ⁄ ൌ
100.  This  figure  shows  that  the  coupling  effect  between  the  normal  and  tangential 
problem  becomes  obvious  when  the  external  force  is  inside  the  compressive  regime 
ሺܨ ൐ 0ሻ.  In addition, the critical force corresponding to  ߮ ൌ 0  (only shear force applied) 
exhibits bilateral symmetry about contact center. 
      The above comparison results indicate that the coupling effect almost does not show 
significant influence on the critical force and critical contact width at pull‐off. Therefore 
when  the  bending  effect  is  neglected,  nearly  the  same  results  as  those  of  Chen  et  al. 
(2009a) are obtained at pull‐off. Figure 5 plots the pull‐off force (scaled by  JܲKRଶD   defined 
in Eq.  (3.28c)) and the critical contact width  (scaled by  ܽJKRଶD   defined  in Eq. (3.28b)) as 
functions  of  the  gradient  exponent  ݒ  for  various  α  with  the  other  parameters  are 
constant.  Figure  6  shows  the  effect  of  ܧכܴ ߂ߛ⁄   on  the  critical  force  and  the  critical 
contact  width.  From  this  figure,  it  is  observed  that  parameter  ܧכܴ ߂ߛ⁄   does  not 
significantly  influence  the  trend  of  the  variations  of  critical  contact  width  or  pull‐off 
force with respect to  ݒ  even though coupling effect is considered. Figure 7 describes the 
variation of the normalized pull‐off force  ܨ୮୳୪୪ି୭୤୤/ JܲKR
ଶD   as a function of the pulling angle 
߮  for materials with  different  values  of  ݒ  and  ߙ. We  refer  the  readers  to  Chen  et  al. 
(2009a) for more detail discussions. 
      When bending moment is considered, the corresponding adhesive behavior is shown 
in Fig. 8. Viewed from different angles  in  ܽ ܴ⁄ െ ܨ Δߛ⁄ െܯ ܴ߂ߛ⁄   space, Figures 8(a, b) 
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plot  an  equilibrium  surface with  a  specific  set  of  parameters  described  by  Eq.  (4.11). 
Figure 8c shows the projection of the curves obtained by intersecting the surface with a 
ܯ ܴ߂ߛ⁄ ൌ Const  plane onto  the  ܽ ܴ⁄ െ ܨ Δߛ⁄   plane.  From  these  figures,  it  is  observed 
that bending moment has a significant effect on the contact behavior of the considered 
system.  For  a  specific  loading  process,  it  can  be  represented  by  a  curve  on  the 
equilibrium surface. When this curve arrived at the edge of the surface, the cylinder will 
be taken away from the substrate.   
      For the case where only bending moment exists (ܨ ൌ 0), Figure 9 plots the relation 
between the contact width and the bending moment for prescribed values of    ܧכܴ ߂ߛ⁄  
and  ߤ.  It  shows  that  the  contact width  is  independent of  the direction of  the bending 
moment.  In  addition,  one  can  also notice  that  each  curve has  almost  the  same  critical 
point  ሺܯ ሺܴ߂ߛሻ⁄ ൎ േ2ሻ,  at  which  the  contact  is  separated.  Given  bend‐off  moment, 
adhesion strength is measured by the critical contact area. Therefore, it can be seen from 
Fig. 9 that for a specific gradient exponent, the larger the value of  ߙ, the more difficult to 
bend the cylinder apart from the graded substrate. 
            Figure  10  plots  the  variation  of  the  normalized  bend‐off  moment  ܯୠୣ୬ୢି୭୤୤/
ܯୠୣ୬ୢି୭୤୤
୦୭୫୭   with  respect  to  the  gradient  exponent  ݒ  for  prescribed  Young’s  modulus 
ߤ ൌ 0.3 .  It  shows  that  the  bend‐off  moment  changes  slightly  although  it  rises 
monotonically  with  the  increasing  value  of  ݒ.  It  means  that  the  bend‐off  moment  is 
insensitive to the gradient exponent  ݒ. 
            Figure 11 shows the influence of  ߙ  and  ݒ  on the critical contact width at bend‐off 
when  the  values  of  ܧכܴ ߂ߛ⁄   and  ߤ  are  prescribed.  It  is  interesting  that  the  trend  of 
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critical contact width at bend‐off shares the similar character with that corresponding to 
the pull‐off force plotted in Fig. 5b.   
            The effect of  ܧכܴ ߂ߛ⁄   on  the critical  contact width at bend‐off  is  shown  in Fig. 12. 
One  can  see  that  parameter  ܧכܴ ߂ߛ⁄   does  not  significantly  affect  the  critical  contact 
width, just as we concluded from Fig. 6b.   
 
5.    Summary 
      In this paper, we examined the non‐slipping adhesive contact behavior of power‐law 
graded  materials  focusing  on  the  coupling  effect  between  the  tangential  and  normal 
directions which was often neglected in previous works. Based on the theory developed 
by  Popov  (1972), some closed‐form  analytical  solutions  were  obtained  for  the 
considered  problem.  Our  analysis  showed  that  the  coupling  effect  becomes  obvious 
mainly in the compressive regime of the external force but does not show great influence 
on  the  critical  force  and  critical  contact  width  at  pull‐off.  This  justified  some  of  the 
results obtained by Chen et al. (2009a) about the adhesive behavior of graded materials 
where the coupling effect was ignored. 
            The role of the bending moment was also studied analytically in the present paper. 
The closed‐form analytical solutions of the critical contact width and critical moments at 
bending off  are  obtained. Our  analysis  showed  that  bending moment has  a  significant 
effect on the adhesive behavior of the considered system. When only bending moment is 
applied,  unlike  pull‐off  force,  the  bend‐off  moment  is  not  sensitive  to  the  gradient 
exponent  ݒ  and  is  almost  equal  to  that  for  the  corresponding  homogeneous  case.  On 
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the  other  hand,  the  trend  of  critical  contact  width  at  bend‐off  shares  the  similar 
character with that at pull‐off. Compared to the homogeneous case, the graded materials 
has  critical  contact  width  which  is  larger  for  small  values  of  ߙ  but  smaller  for  large 
values  of  ߙ.  The  results  obtained  in  this  paper  are  helpful  for  understanding  the 
adhesive behavior of contact systems involving graded elastic materials. 
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Appendix A: Some Integrals related to Jacobi Polynomials 
      In this appendix, some useful integrals of Jacobi polynomials (e.g.  ݃௠  in Eq. (2.12)1 
and  ܬ௞  in Eq. (3.6)) are derived. 
      First, let us introduce the following two identities 
න ሺ1 െ ݔሻఘሺ1 ൅ ݔሻఉ
ଵ
ିଵ
௠ܲ
ሺఈ,ఉሻሺݔሻ ൌ
2ఉାఘାଵ߁ሺߩ ൅ 1ሻ߁ሺߚ ൅ ݉ ൅ 1ሻ߁ሺߙ െ ߩ ൅݉ሻ
݉!߁ሺߙ െ ߩሻ߁ሺߚ ൅ ߩ ൅݉ ൅ 2ሻ
,  
for Reߩ ൐ െ1, Reߚ ൐ െ1.  ሺA1ሻ 
න ሺ1 െ ݔሻఘሺ1 ൅ ݔሻఙ
ଵ
ିଵ
௠ܲ
ሺఈ,ఉሻሺݔሻ ൌ
2ఉାఙାଵ߁ሺߩ ൅ 1ሻ߁ሺߪ ൅ 1ሻ߁ሺ݉ ൅ 1 ൅ ߙሻ
݉! ߁ሺߩ ൅ ߪ ൅ 2ሻ߁ሺ1 ൅ ߙሻ
             
ൈ ܨଷ ଶሺെ݉, ߙ ൅ ߚ ൅݉ ൅ 1, ߩ ൅ 1; ߙ ൅ 1, ߩ ൅ ߪ ൅ 2; 1ሻ,        for Reߩ ൐ െ1, Reߚ ൐ െ1.  ሺA2ሻ 
where  ܨଷ ଶሺܽ, ܾ, ܿ; ݀, ݁; ݖሻ  is the hypergeometric function. 
With use of the above results, it can be shown that   
න ଴ܲ
ିఘሺߦሻ
߰ିఘሺߦሻ
ଵ
ିଵ
݀ߦ ൌ
2௩ܴ௩
߁ሺ1 ൅ ݒሻ
, න ଴ܲ
ିఘሺߦሻ
߰ିఘሺߦሻ
ଵ
ିଵ
ߦ݀ߦ ൌ െ
2ଵା௩iߩܴ௩
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,    
  න ଴ܲ
ିఘሺߦሻ
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ଵ
ିଵ
ߦଶ݀ߦ ൌ
2௩ܴ௩ሾ1 ൅ ݒ െ 4ߩଶሿ
߁ሺ3 ൅ ݒሻ
,               
න ଵܲ
ିఘሺߦሻ
߰ିఘሺߦሻ
ଵ
ିଵ
݀ߦ ൌ 0,    න ଵܲ
ିఘሺߦሻ
߰ିఘሺߦሻ
ߦ
ଵ
ିଵ
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ሾሺ1 ൅ ݒሻଶ ൅ 4ߩଶሿܴ௩
2ଵି௩߁ሺ3 ൅ ݒሻ
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න ଵܲ
ିఘሺߦሻ
߰ିఘሺߦሻ
ߦଶ
ଵ
ିଵ
݀ߦ ൌ െ
2ଵା௩iߩሾሺ1 ൅ ݒሻଶ ൅ 4ߩଶሿܴ௩
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߁ሺ5 ൅ ݒሻ
, 
න ௡ܲ
ିఘሺߦሻ
߰ିఘሺߦሻ
ଵ
ିଵ
݀ߦ ൌ න ௡ܲ
ିఘሺߦሻ
߰ିఘሺߦሻ
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and 
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න ଴ܲ
ఘሺߦሻ
߰ఘሺߦሻ
ଵ
ିଵ
dߦ ൌ
2ఔܴఔ
߁ሺ1 ൅ ߥሻ
,           න ௡ܲ
ఘሺߦሻ
߰ఘሺߦሻ
ଵ
ିଵ
dߦ ൌ 0,       ሺ݊ ൒ 1ሻ 
න ଴ܲ
ఘሺߦሻ
߰ఘሺߦሻ
ߦ
ଵ
ିଵ
dߦ ൌ
2ଵା௩iߩܴ௩
߁ሺ2 ൅ ݒሻ
,       න ଵܲ
ఘሺߦሻ
߰ఘሺߦሻ
ߦ
ଵ
ିଵ
dߦ ൌ
ሾሺ1 ൅ ݒሻଶ ൅ 4ߩଶሿܴ௩
2ଵି௩߁ሺ3 ൅ ݒሻ
, 
න ௡ܲ
ఘሺߦሻ
߰ఘሺߦሻ
ߦ
ଵ
ିଵ
dߦ ൌ 0,       ሺ݊ ൒ 2ሻ                                           ሺA4ሻ 
where  ௠ܲ
ఘ ൌ ௠ܲ
ି௪ି୧ఘ,ି௪ା୧ఘሺߦሻ.  ߰ఘ   and  ܴ௩   are  defined  in  Eq.  (2.10)1 and  Eq.  (3.5), 
respectively. In the above derivations, the following facts   
1
߁ሺ0ሻ
ൌ 0,              ߁ሺ1 ൅ ݖሻ ൌ ݖ߁ሺݖሻ.                                ሺA5ሻ 
have been used. In  ሺA5ሻ,  ݖ  is a complex number. 
      From the results in  ሺA3ሻ,  Eqs. (3.4) and (4.4) can be obtained by inserting Eqs. (3.2) 
and (4.2) into Eq. (2.12)1, respectively. From the results in  ሺA4ሻ,  the integral in (3.6) can 
be calculated as: 
ܬ଴ ൌ න ߯ሺߟሻdߟ
ଵ
ିଵ
ൌ ෍
݃௠
iߪ௩ߣ௠
න ௠ܲ
ఘሺߟሻ
߰ఘሺߟሻ
ଵ
ିଵ
ஶ
௠ୀ଴
dߟ ൌ
݃଴
iߪ௩ߣ଴
2ఔܴఔ
߁ሺ1 ൅ ݒሻ
,                  ሺA6ሻ 
ܬଵ ൌ න ߯ሺߟሻߟdߟ
ଵ
ିଵ
ൌ ෍
݃௠
iߪ௩ߣ௠
න ௠ܲ
ఘሺߟሻ
߰ఘሺߟሻ
ଵ
ିଵ
ߟ
ஶ
௠ୀ଴
dߟ                             
ൌ
2ଵା௩ܴఔ
iߪ௩߁ሺ2 ൅ ݒሻ
ቈ
ሺ1 ൅ ݒሻଶ ൅ 4ߩଶ
4ሺ2 ൅ ݒሻ
݃ଵ
ߣଵ
൅ iߩ
݃଴
ߣ଴
቉.                 ሺA7ሻ 
      Furthermore,  by  expressing  the  sine  and  cosine  functions  in  complex  exponential 
form and making use of Eq. (A1), we have 
න
ݔଶ௡
ሺܽଶ െ ݔଶሻ௪
sin ൬ߩln
ܽ ൅ ݔ
ܽ െ ݔ
൰ dݔ
௔
ି௔
ൌ 0, ݊ ൌ 0,1,2,… 
න
ݔଶ௡ାଵ
ሺܽଶ െ ݔଶሻ௪
cos ൬ߩln
ܽ ൅ ݔ
ܽ െ ݔ
൰ dݔ
௔
ି௔
ൌ 0,        ݊ ൌ 0,1,2, … 
න
1
ሺܽଶ െ ݔଶሻ௪
cos ൬ߩln
ܽ ൅ ݔ
ܽ െ ݔ
൰ dݔ
௔
ି௔
ൌ
ܴ௩
߁ሺ1 ൅ ݒሻ
ሺ2ܽሻ௩,  
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න
ݔଶ
ሺܽଶ െ ݔଶሻ௪
cos ൬ߩln
ܽ ൅ ݔ
ܽ െ ݔ
൰ dݔ
௔
ି௔
ൌ
1 ൅ ݒ െ 4ߩଶ
߁ሺ3 ൅ ݒሻ
ܴ௩2௩ܽଶା௩,   
න
ݔସ
ሺܽଶ െ ݔଶሻ௪
cos ൬ߩln
ܽ ൅ ݔ
ܽ െ ݔ
൰ dݔ
௔
ି௔
ൌ
3ሺ1 ൅ ݒሻሺ3 ൅ ݒሻ െ 8ߩଶሺ7 ൅ 2ݒ െ 2ߩଶሻ
߁ሺ5 ൅ ݒሻ
ܴ௩2௩ܽସା௩, 
 න
ݔ
ሺܽଶ െ ݔଶሻ௪
sin ൬ߩln
ܽ ൅ ݔ
ܽ െ ݔ
൰ dݔ
௔
ି௔
ൌ
2ଵା௩ߩܴ௩
߁ሺ2 ൅ ݒሻ
ܽଵା௩,   
න
ݔଷ
ሺܽଶ െ ݔଶሻ௪
sin ൬ߩln
ܽ ൅ ݔ
ܽ െ ݔ
൰ dݔ
௔
ି௔
ൌ
2ߩሺ5 ൅ 3ݒ െ 4ߩଶሻ
߁ሺ4 ൅ ݒሻ
2௩ܴ௩ܽଷା௩,                              ሺA8ሻ 
where  ݓ  is defined in (2.10)2. 
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Appendix B:    Tractions force inside the adhesive contact region of a rigid cylinder 
on homogeneous isotropic half­space 
      In this appendix, the traction force distribution inside the adhesive contact region of 
a rigid cylinder on homogeneous isotropic half‐space under vertical and horizontal force 
(denoted as  ܲ  and  ܳ,  respectively) will be derived for comparison purpose.   
      Since there is no mismatch strain in our problem, then by adopting the notations in 
Chen and Gao (2006), we have 
ሺ1 െ ߚሻ ଵܶା ൅ ሺ1 ൅ ߚሻ ଵܶି ൌ
ܧכ
4ܴ
ݔ,                                               ሺB1aሻ 
ሺ1 ൅ ߚሻ ଶܶା ൅ ሺ1 െ ߚሻ ଶܶି ൌ െ
ܧכ
4ܴ
ݔ,                                           ሺB1bሻ 
where 
ܧכ ൌ
ܧ
1 െ ߤଶ
,        ߚ ൌ
1 െ 2ߤ
2ሺ1 െ ߤሻ
                                               ሺB2ሻ 
and ܧ  and  ߤ  are the Young’s modulus and Poisson’s ratio of the half‐space, respectively. 
      The Riemann‐Hilbert equations in Eq. (B1) can be solved analytically by following the 
standard  analytical  function  approach.  By  virtue  of  some  calculations  based  on  the 
identities given by Guo and Jin (2009), we have 
ଵܶ
ା െ ଵܶି ൌ
iܧכ
4ܴ
coshሺߨߢሻ ൤ݔଶ െ 2iߢܽݔ െ ܽଶ ൬
1
2
൅ 2ߢଶ൰൨ ሺܽ ൅ ݔሻି௥ҧሺܽ െ ݔሻି௥     
െ2iܿଵcoshሺߨߢሻሺܽ ൅ ݔሻି௥ҧሺܽ െ ݔሻି௥,                                         ሺB3aሻ 
ଶܶ
ା െ ଶܶି ൌ െ
iܧכ
4ܴ
coshሺߨߢሻ ൤ݔଶ ൅ 2iߢܽݔ െ ܽଶ ൬
1
2
൅ 2ߢଶ൰൨ ሺܽ ൅ ݔሻି௥ሺܽ െ ݔሻି௥ҧ  
െ2iܿଶcoshሺߨߢሻሺܽ ൅ ݔሻି௥ሺܽ െ ݔሻି௥ҧ ,                                            ሺB3bሻ 
 
and 
ݍሺݔሻ ൌ ሺ ଵܶା െ ଵܶିሻ ൅ ሺ ଶܶା െ ଶܶିሻ,     ݌ሺݔሻ ൌ  iሺ ଵܶା െ ଵܶିሻ െ iሺ ଶܶା െ ଶܶିሻ,          ሺB4ሻ 
 
where 
ݎ ൌ
1
2
൅ iߢ,       ߢ ൌ
1
2ߨ
ln
1 ൅ ߚ
1 െ ߚ
                                        ሺB5ሻ 
and  ݍሺݔሻ  and  ݌ሺݔሻ  denote the tangential and normal traction forces, respectively. 
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The  constants  ܿଵ  and  ܿଶ  in  Eq.  (B3)  can  be  determined  by  using  the  boundary 
conditions 
න ݍሺݔሻdݔ
௔
ି௔
ൌ ܳ ,          න ݌ሺݔሻdݔ
௔
ି௔
ൌ ܲ,                                           ሺB6ሻ 
which gives 
   
ܿଵ ൌ
ܲ ൅ iܳ
4ߨ
,          ܿଶ ൌ െ
ܲ െ iܳ
4ߨ
.                                      ሺB7ሻ 
 
Then by combining Eq. (B3), (B4) and (B7), we can obtain that 
 
݌ሺݔሻ ൌ
1
√ܽଶ െ ݔଶ
൜ܫଵᇱᇱ cos ൬ߢln
ܽ ൅ ݔ
ܽ െ ݔ
൰ െ ܫଶᇱᇱsin ൬ߢln
ܽ ൅ ݔ
ܽ െ ݔ
൰ൠ,                        ሺB8aሻ 
 
ݍሺݔሻ ൌ
1
√ܽଶ െ ݔଶ
൜ܫଶᇱᇱ cos ൬ߢln
ܽ ൅ ݔ
ܽ െ ݔ
൰ ൅ ܫଵᇱᇱsin ൬ߢln
ܽ ൅ ݔ
ܽ െ ݔ
൰ൠ,                        ሺB8bሻ 
where 
ܫଵᇱᇱ ൌ
2ܲሺ1 െ ߤሻ
ߨඥ3 െ 4ߤ
൅
ܽଶ ቀ12 ൅ 2ߢ
ଶቁ െ ݔଶ
ܴሺ1 ൅ ߤሻඥ3 െ 4ߤ
ܧ,                                         ሺB9aሻ  
ܫଶᇱᇱ ൌ
2ܳሺ1 െ ߤሻ
ߨඥ3 െ 4ߤ
൅
2ܧܽߢݔ
ܴሺ1 ൅ ߤሻඥ3 െ 4ߤ
                                              ሺB9bሻ  
and 
ߢ ൌ
1
2ߨ
lnሺ3 െ 4ߤሻ.                                                            ሺB10ሻ 
 
It is obvious the results in Eq. (B8) are the same as that in Eq. (3.15), which verifies 
the assertion made in Section 3 of the main text. 
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Figure captions 
Figure 1   
A  rigid  cylinder  of  radius  ܴ  in  non‐slipping  contact  with  an  elastic  graded 
half‐space  with  Young’s  modulus  varying  with  depth  ݖ  according  to  ܧ ൌ
ܧ଴ሺݖ/ܿ଴ሻ௩  ሺ0 ൏ ݒ ൏ 1ሻ  while Poisson’s ratio remaining constant. Both external 
force  ܨ  and bending moment  ܯ  are applied.   
Figure 2   
Schematic illustration of the critical curve projected onto the  ܨ ߂ߛ⁄ െܯ/ܴ߂ߛ 
plane, loading path and the corresponding critical state. 
Figure 3 
Comparison  of  the  contact  half  width  as  a  function  of  the  pulling  force 
considering  coupling  effect with  the  corresponding  results  in  the  absence  of 
tangible  tractions  for  (a) different values of  ߙ;  (b) different values of  ݒ. Here 
߮ ൌ ߨ/2,  ߤ ൌ 0.3  and  ܧכܴ ߂ߛ⁄ ൌ 100.   
Figure 4 
Comparison of the contact half width obtained by considering coupling effect 
with  the  corresponding  results  in  the  absence of  coupling effect  for different 
pulling angles. Here  ݒ ൌ 0.1,  ߤ ൌ 0.3,  ܧכܴ ߂ߛ⁄ ൌ 100  and  ߙ ൌ 100. 
Figure 5     
The  gradient  exponent  ݒ  versus  (a)  the  normalized  pull‐off  force  ୮ܲ୳୪୪ି୭୤୤/
JܲKR
ଶD   and (b) the normalized pull‐off contact width  a୮୳୪୪ି୭୤୤/aJKRଶD   with  ߤ ൌ 0.3, 
ܧכܴ ߂ߛ⁄ ൌ 100  and different values of  ߙ. 
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Figure 6   
The  gradient  exponent  ݒ  versus  (a) the  normalized  pull‐off  force  ୮ܲ୳୪୪ି୭୤୤/
JܲKR
ଶD   and  (b) the  normalized  pull‐off  contact  width  ܽ୮୳୪୪ି୭୤୤/ܽJKRଶD   with 
ߤ ൌ 0.3  and different values of  ܧכܴ ߂ߛ⁄   and  ߙ. 
Figure 7   
Variation  of  the  normalized  pull‐off  force  ܨ୮୳୪୪ି୭୤୤/ JܲKR
ଶD   as  a  function  of  the 
pulling angle  ߮  for different values of gradient exponent  ݒ. (a) ߙ ൌ 1000; (b) 
ߙ ൌ 100; (c)  ߙ ൌ 10; (d)  ߙ ൌ 2. Here  ߤ ൌ 0.3,  ܧכܴ ߂ߛ⁄ ൌ 100. 
Figure 8   
The  equilibrium  surface  described  by  Eq.  (4.11)  with  a  specific  set  of 
parameters  in  ܽ ܴ⁄ െ ܨ Δߛ⁄ െܯ ܴ߂ߛ⁄   space. (a) and (b) are  side  views  from 
different  angles.  (c) Projections  of  the  curves  obtained  by  intersecting  the 
surface  with  a  ܯ ܴ߂ߛ⁄ ൌ Const   plane  onto  the  ܽ ܴ⁄ െ ܨ Δߛ⁄   plane.  Here 
ߤ ൌ 0.3,  ܧכܴ ߂ߛ⁄ ൌ 100,  ߙ ൌ 100,  ݒ ൌ 0.1  and  ߮ ൌ ߨ 2⁄ . 
Figure 9   
The  normalized  external  bending  moment  ܯ ሺܴ߂ߛሻ⁄   as  a  function  of  the 
normalized  contact  half  width  ܽ/ܴ  for  homogeneous  and  graded  materials 
(ݒ ൌ 0.5) with different values of  ߙ. Here  ߤ ൌ 0.3,  ܧכܴ ߂ߛ⁄ ൌ 100. 
Figure 10     
The  normalized  bend‐off  moment  ܯୠୣ୬ୢି୭୤୤/ܯୠୣ୬ୢି୭୤୤
 ୦୭୫୭   versus  the  gradient   
exponent  ݒ  with  ߤ ൌ 0.3. 
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Figure 11   
The  normalized  bend‐off  contact  width  ܽୠୣ୬ୢି୭୤୤/ܽୠୣ୬ୢି୭୤୤
 ୦୭୫୭   versus  the 
gradient exponent  ݒ  with  ߤ ൌ 0.3,  ܧכܴ ߂ߛ⁄ ൌ 100  and different values of  ߙ. 
Figure 12   
The  normalized  bend‐off  contact  width  ܽୠୣ୬ୢି୭୤୤/ܽୠୣ୬ୢି୭୤୤
 ୦୭୫୭   versus  the 
gradient exponent  ݒ  under the effects of different values of  ܧכܴ ߂ߛ⁄   and  ߙ 
with  ߤ ൌ 0.3. 
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